7.5. Модели теории массового обслуживания для анализа информационно-справочных систем.

Работу любой современной организации невозможно представить без систем передачи и получения информации по различным каналам. Ограниченная пропускная способность различных элементов таких систем проявляется в образовании очередей, и может приводить к несвоевременному принятию решений, к потере части клиентов, которые не готовы долго ждать обслуживания. С другой стороны – необоснованное повышение мощности (пропускной способности) отдельных узлов систем передачи информации может приводить к чрезмерному росту затрат, который не будет сопровождаться ощутимым ростом отдачи.

Поэтому менеджерам целесообразно иметь представление о математических моделях, которые используются для расчета характеристик и показателей эффективности систем массового обслуживания.

Элементы теории массового обслуживания

Потоки событий.

Потоком событий будем называть последовательность однородных событий, следующих одно за другим в случайные моменты времени. Например, поток звонков, поступающих в телефонную справочную службу.

Поток можно описать с помощью случайных величин двух типов: дискретных и непрерывных. При использовании дискретной величины, мы можем рассматривать случайную величину К(t) – количество событий потока, наступающих за определенное время t, для которой может быть известен закон распределения и основные характеристики (математическое ожидание и дисперсия).

При использовании непрерывной величины, мы можем рассматривать случайную величину Т – время между наступлением двух соседних событий потока, для которой могут быть известны функция распределения, функция плотности и основные характеристики (математическое ожидание и дисперсия).

Важнейшей характеристикой потока событий является его интенсивность – среднее число событий потока, приходящееся на единицу времени. Интенсивность будем обозначать λ.

Введем несколько определений:

· Поток событий называется регулярным, если события следуют одно за другим через равные промежутки времени.

· Поток событий называется стационарным, если его вероятностные характеристики не зависят от времени. В частности, интенсивность стационарного потока λ не изменяется во времени.

· Поток событий называется потоком без последействия, если для любых двух непересекающихся участков времени t1 и t2 число событий, попадающих на один из них, не зависит от того, сколько событий попало на другой.

· Поток событий называется ординарным, если события в нем появляются не группами, а по одному.

Поток событий будем называть простейшим, если он обладает сразу всеми тремя свойствами: стационарности, ординарности, отсутствия последействия. Можно доказать, что для простейшего потока с интенсивностью λ интервал Т между соседними событиями имеет показательное распределение с плотностью
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Для случайной величины Т, имеющей показательное распределение, математическое ожидание (среднее время) и среднее квадратическое отклонение равны 1/ λ. В качестве «меры случайности» часто используется характеристика – коэффициент вариации, который вычисляется как отношение среднего квадратического отклонения к математическому ожиданию. Для показательного распределения коэффициент вариации равен 1.

Случайные процессы. Основные определения.

Рассмотрим систему, которая в различные моменты времени может находиться в разных состояниях. Если система может изменять свои состояния случайным образом, то будем говорить, что в системе протекает случайный процесс.

Если число возможных состояний системы конечно или счетно, а переходы из одного состояния в другое возможны в любые моменты времени, то протекающий в системе процесс называют процессом с дискретными состояниями и непрерывным временем.

Случайный процесс, протекающий в системе, называют марковским процессом, если для любого момента времени вероятностные характеристики процесса в будущем зависят только от его состояния в данный момент, и не зависят от того, когда и как система пришла в данное состояние.

При анализе процессов с дискретными состояниями удобно использовать геометрическую схему, которую называют граф состояний. Вершины этого графа соответствуют возможным состояниям системы, а дуги – возможным переходам. Если на графе состояний для каждой дуги указаны возможные интенсивности переходов, то говорят, что задан размеченный граф состояний системы.

Рассмотренные в предыдущем разделе процессы переключения потребителя с одной марки товара на другую можно охарактеризовать, как случайные процессы с дискретными состояниями и дискретным временем.
Аналогом переходных вероятностей для процессов с дискретным временем являются интенсивности переходов для процессов с непрерывным временем. При изучении процессов с дискретными состояниями и непрерывным временем основная задача состоит в том, чтобы по известным интенсивностям переходов найти зависимости вероятностей состояний от времени. Для решения этой задачи нужно на основании размеченного графа состояний построить по определенным правилам систему дифференциальных уравнений Колмогорова и решить ее.

Для нахождения предельных вероятностей можно на основании размеченного графа по определенным правилам составить систему линейных уравнений и решить ее. Предельное распределение вероятностей совпадает со стационарным. Поэтому предельную вероятность для любого состояния можно интерпретировать как среднее время, которое система проводит в соответствующем состоянии в установившемся режиме.

Системы массового обслуживания.

Типы систем массового обслуживания (СМО).

По количеству обслуживающих приборов в системе можно разделить все СМО на два класса – одноканальные и многоканальные СМО.

СМО с отказами. Если в момент поступления очередной заявки в систему все обслуживающие приборы заняты, и нет возможности образовать очередь, то заявка получает отказ. Возможно, через какое-то время она снова поступит в систему.

СМО с ожиданием. Если в момент поступления очередной заявки в систему все обслуживающие приборы заняты, но имеется возможность ожидания обслуживания в очереди. Для систем с ожиданием можно различать системы с ограниченной или неограниченной длиной очереди.

В СМО с ожиданием возможны разные дисциплины очереди. Простейший вариант – первым пришел – первым обслужен. В сложных системах возможно установление абсолютных или относительных приоритетов.

Во многих СМО обслуживание поступившей заявки (клиента) осуществляется не одним оператором (каналом обслуживания), а последовательно несколькими операторами. Такие системы называют многофазными СМО.

В зависимости от емкости источника заявок различают открытые и замкнутые СМО.

При описании систем массового обслуживания используются модели случайных процессов с дискретными состояниями и непрерывным временем. Удобным средством для представления процессов, протекающих в таких системах, является граф состояний системы. Вершины этого графа соответствуют возможным состояниям системы, а дуги – возможным переходам из одного состояния в другое. Граф состояний системы называют размеченным, если для каждой дуги задана интенсивность перехода. На Рисунке 7.4. представлен граф состояний системы, которая может находиться в одном из четырех состояний. Для любого состояния возможны переходы только в состояние с номером на 1 больше, или с номером на 1 меньше.
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Рисунок 7.4. Размеченный граф состояний системы

По размеченному графу состояний системы предельные вероятности могут быть найдены по следующим формулам
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Р1 = Р0*(а01/ в10)

Р2 = Р0*(а01*а12/ в10* в21)

Р3 = Р0*(а01*а12* а23/ в10* в21*в32)

Проиллюстрируем на примерах возможности расчета характеристик простейших систем массового обслуживания с применением приведенных формул.

Пример 7.9. В телефонной справочной службе работает один оператор, который  в среднем затрачивает 3 минуты на обработку одного вызова. (На основании этой информации можно определить, что при полной занятости оператор мог бы обрабатывать в среднем 20 поступающих заявок в час).

Заявки поступают в систему в случайные моменты времени. Средняя интенсивность поступления заявок составляет 10 заявок в час.

При сопоставлении средних величин может сложиться впечатление, что оператор способен полностью обработать все поступающие заявки, и при этом у него еще будет оставаться немного свободного времени в течение каждого часа.

Граф состояний, для случайного процесса, протекающего в рассматриваемой справочной системе, представлен на Рисунке 7.5.
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Рисунок 7.5. Граф состояний справочной системы с одним оператором.

Состояние S0  соответствует тем моментам времени, когда в системе нет заявок (оператор свободен). Если поступающая заявка «застает» систему в состоянии S0, то она будет принята на обслуживание.

Состояние S1 соответствует тем моментам времени, когда в системе находится одна заявка (и оператор занят ее обслуживанием). Если поступающая заявка «застает» систему в состоянии S1, то она не будет принята на обслуживание («получит отказ»).

Найдем вероятности соответствующих состояний

Р0 = (1+ 10/20)-1 = 2/3        Р1 = 1/3

Найденные вероятности можно интерпретировать следующим образом:

· Оператор будет занят обработкой поступающих заявок примерно 1/3 своего рабочего времени, а 2/3 времени – он будет свободен.

· Из всех поступающих в систему заявок, только 2/3 будут приняты к обслуживанию, а 1/3 «получит отказ», т.к. в момент поступления этих заявок оператор будет занят обслуживанием других заявок
Пример 7.10. В телефонной справочной службе работают два оператора, каждый из которых в среднем затрачивает 3 минуты на обработку одного вызова. (На основании этой информации можно определить, что при полной занятости каждый оператор мог бы обрабатывать в среднем 20 поступающих заявок в час. При полной загрузке двух операторов, они могли бы вместе обрабатывать за час в среднем 40 заявок).

Заявки поступают в систему в случайные моменты времени. Средняя интенсивность поступления заявок составляет 10 заявок в час.
В системе установлена следующая дисциплина обслуживания:

· Если в момент прихода новой заявки свободны оба оператора, то заявка направляется на обслуживание к одному из них (выбор осуществляется случайно)

· Если в момент прихода новой заявки один оператор занят, то заявка направляется на обслуживание к другому (свободному) оператору

· Если в момент прихода новой заявки заняты оба оператора, то заявка «получает отказ» и покидает систему

Граф состояний, для случайного процесса, протекающего в рассматриваемой справочной системе, представлен на Рисунке 7.6.
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Рисунок 7.6. Граф состояний для справочной системы с двумя операторами

Найдем вероятности соответствующих состояний

Р0 = (1+ 10/20 + 10*10/20*40)-1 = 8/13 

Р1 = 4/13   Р2 = 1/13

Найденные вероятности можно интерпретировать следующим образом:

· Из всех поступающих в систему заявок, 12/3 будут приняты к обслуживанию, и только 1/13 «получит отказ», т.к. в момент поступления этих заявок оба оператора будут заняты обслуживанием других заявок

· Примерно 8/13 рабочего времени будут свободны оба оператора, 4/13 времени – будет свободен один оператор (а другой в это время будет занят обслуживанием), и только 1/13 от общего времени работы одновременно будут заняты оба оператора

Дополнительная информация к Примеру 7.10.

Предположим, что один из операторов системы покинул рабочее место на какое-то время. Определить: во сколько раз должен увеличить интенсивность работы оставшийся один оператор для того, чтобы показатель вероятность отказа (=1/13) не изменился. (Каждому из операторов «очевидно», что двукратного повышения интенсивности вполне достаточно). Граф состояний для новой ситуации представлен на Рисунке 7.7.
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Рисунок 7.7. Граф состояний для одного оператора, работающего с повышенной интенсивностью

Найдем вероятности соответствующих состояний

Р0 = (1+ 10/20 Х)-1 = 2Х/(1+2Х)       Р1 = 1/(1+2Х)

Из условия 
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 легко получить следствие: Х должен быть не менее 6. Следовательно, в системах массового обслуживания (в которых протекают случайные процессы) грубые оценки на уровне средних значений могут приводить к рекомендациям и решениям, которые будут существенно расходиться с реальным положением дел.

На основании рассмотренных примеров можно заметить, что при увеличении числа операторов повышается пропускная способность систем массового обслуживания (уменьшается вероятность отказа), но одновременно и растут потери, связанные с неполной загрузкой операторов. На Рисунке 7.8. представлены характерные графики зависимости различных видов издержек, связанных с функционированием систем массового обслуживания, в зависимости от числа каналов обслуживания.
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Рисунок 7.8. Виды издержек в системах массового обслуживания.

В алгоритмах поиска оптимального числа каналов обслуживания организован «направленный перебор» числа каналов до того момента, пока убывание общих затрат не сменяется возрастанием.

Пример 7.11.

Необходимо выбрать оптимальное число каналов в системе массового обслуживания с учетом следующих исходных данных:

	Параметры работы системы
	Значения параметров

	Интенсивность входного потока
	150 заявок в час

	Интенсивность обслуживания (для одного канала)
	30 заявок в час

	Стоимость часа работы обслуживающего канала
	$8 в час

	Стоимость часа простоя заявки в очереди
	$5,5 в час


Длина очереди не ограничена, т.е. предполагается, что при необходимости заявки могут долго ждать освобождения каналов обслуживания

Для того чтобы в рассматриваемой системе установился стационарный режим, необходимо не менее 6 каналов обслуживания (при меньшем числе каналов очередь будет неограниченно возрастать). В Таблице 7.24. представлены результаты расчета затрат, из которых следует, что при заданном соотношении интенсивностей и видов затрат, наименьшие суммарные издержки будут достигаться при 7 каналах обслуживания.

Таблица 7.24.

	Число обслуживающих приборов
	 
	6
	7
	8

	Коэффициент загрузки обслуживающих приборов
	0.833
	0.714
	0.625

	Доля заявок, поступающих на обслуживание без очереди
	41.20%
	67.60%
	83.30%

	Среднее время пребывания заявки в очереди (часов)
	0.020
	0.005
	0.002

	Затраты на обслуживающие приборы (в час)
	$ 48
	$ 56
	$ 64

	Потери от ожидания в очереди (в час)
	 
	$ 16.16
	$ 4.46
	$ 1.53

	Суммарные затраты (в час)
	 
	 
	$ 64.16
	$ 60.46
	$ 65.53
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