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Введение 

 

      Изучение математики для инженерно-технических специальностей ста-

вит следующие цели: ознакомить студентов с основами математического 

аппарата, необходимого для решения теоретических и практических инже-

нерно-технических задач; привить навыки самостоятельного изучения 

учебной литературы по математике и ее спецглавам; развить логическое 

мышление и выработать навыки математического исследования приклад-

ных вопросов, а также научить составлять математические модели инже-

нерных задач. 

 

Методические указания к выполнению, оформлению  

и сдаче контрольных работ 

     При выполнении контрольных работ необходимо строго придерживать-

ся указанных ниже правил:  

1. Студент должен выполнить контрольную работу по варианту, номер ко-

торого совпадает с последней цифрой номера зачетной книжки или сту-

денческого билета. 

2. Каждая контрольная работа выполняется в отдельной тетради в клетку 

чернилами любого цвета, кроме красного. 

3. На титульном листе разборчиво пишутся фамилия и инициалы студента, 

учебный номер (шифр), название дисциплины, номер контрольной работы, 

название учебного заведения. В конце работы следует поставить дату ее 

выполнения и подпись студента. 

4. В работу включаются все задачи, указанные в задании, строго по своему 

варианту. Контрольные работы, содержащие лишь часть задания, а также 

задачи не своего варианта, не засчитываются и возвращаются студенту. 

5. Решения задач надо располагать в порядке возрастания номеров, указан-

ных в заданиях, сохраняя номера задач. 
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6. Перед решением каждой задачи следует полностью записать ее условие. 

В том случае, когда несколько задач имеют общую формулировку, следу-

ет, переписывая условие задачи, заменить общие данные конкретными со-

ответствующего номера. 

7. Решения задач излагать подробно и записывать аккуратно, объясняя все 

действия и делая необходимые чертежи. 

8. После получения проверенной работы (как не зачтенной, так и зачтен-

ной) студент должен исправить в ней все отмеченные ошибки и недочеты. 

9. Рекомендуется при выполнении контрольной работы оставлять в конце 

тетради несколько чистых листов для всех исправлений и дополнений в 

соответствии с указаниями рецензента. 

 

Содержание контрольной работы 1 и примеры выполнения задач 

Темы контрольной работы 1  

1. Линейная и векторная алгебра.  

2. Аналитическая геометрия.  

3. Комплексные числа.  

4. Введение в математический анализ.  

5. Дифференциальное исчисление функции одной переменной. 

 

Основные теоретические сведения контрольной работы №1 

Л и т е р а т у р а: [1], гл. I, II, III, IV, V,VI; [2], гл. I, II, III, IV, V, VI, VII;  

[3], гл. I, II, III, IV, V, VI, VII; [4], гл. I, II, III. 

1. Совокупность чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы из 

m строк и n столбцов, называется матрицей.  

    Обозначают матрицу буквами А,В,С,… 
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А - матрица размером пт ,  а11,а12,…,аmn - элементы матрицы. 

     Коротко записывают так: А=(аij), где i - номер строки;  j - номер столб-

ца. Матрица размера пп  называется квадратной матрицей n-го порядка. 

    Элементы a11,a22,…,аnn образуют главную диагональ матрицы, элементы           

аm1,аm-1,2…,а1,n - побочную диагональ матрицы.  

     Квадратная матрица 
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Е  называется единичной матрицей. 

     Матрица ТА , которая получается из данной матрицы А заменой строк 

столбцами, называется транспонированной к  А: 





















mnnn

m

m

Т

ааа

ааа

ааа

А

...
............

...

...

21

22212

12111

                                        (2) 

    Произведением матрицы А=(аij), имеющей m строк и k столбцов, на мат-

рицу В=(bij), имеющую k строк и n столбцов, называется матрица 

С=АВ=(сij),  имеющая m строк и n столбцов, каждый элемент сij которой 

равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы А и j-го столбца 

матрицы В:      

Сij=аi1b1j+аi2b2j+…+аikbkj 

2. Определитель - это число, поставленное по определенным правилам в 

соответствие квадратной матрице. Обозначается D=detА= . 

    Определитель второго порядка: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
D                                  (3) 

     Определитель третьего порядка вычисляется по правилу треугольника: 
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122133322311132231

133212133221332211

333231
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               (4) 

    Минором Мij элемента 
ij

а  определителя D  n-го порядка называется 

определитель n-1 порядка, получаемый из данного определителя вычерки-

ванием i строки и j столбца, на пересечении которых стоит элемент. 

Например: 
2322

1312

31 aa

aa
M   - минор элемента a31 определителя D. 

    Алгебраическим дополнением Аij какого-либо элемента аij называется 

его минор Мij, умноженный на (-1)
i+j

, где i , j –номера строки и столбца 

элемента аij:                                    Aij=(-1)
i+j

Mij                                               (5) 

    Матрица А
-1

 называется обратной по отношению к матрице А, если вы-

полняется равенство:                    A
-1

A=AA
-1

=E                                              (6) 

    Если определитель D матрицы А не равен нулю, то обратная матрица 

вычисляется по формуле:               A
D

A
~11   ,                                               (7) 

где A
~

 - присоединенная  матрица, составляется  из алгебраических допол-

нений следующим образом: 
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3. Система трех линейных уравнений с тремя неизвестными  х1,х2,х3 имеет 

вид: 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                              (9) 

где аij – коэффициенты системы; bi - свободные члены. 
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    Определитель 3-го порядка D, составленный из коэффициентов при не-

известных, называется  определителем системы: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

D  . 

     Решение системы методом Крамера:  если определитель системы D не 

равен нулю, то решение находится по формулам Крамера: 

D

D
x

D

D
x

D

D
x 3

3

2

2

1

1
,,   ,                               (10) 

где определители D1, D2, D3  вычисляются следующим образом: 

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

D  , 

33331

23221

13111

2
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D  , 
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11211

3

baa
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D  .           (11) 

    Систему (9) можно записать в матричной форме: 

АХ=В,                                                 (12)  

где   
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    Решение системы (9) матричным способом: если определитель системы 

D не равен нулю, то решение системы имеет вид: 

Х=А
-1

В.                                               (13) 

4. Система линейных алгебраических уравнений называется однородной, 

если все свободные члены равны нулю: 
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                            (14) 

Однородная система всегда имеет нулевое решение:  х1=0, х2=0,…,хn=0. 

5. Вектором называется отрезок с определенным на нем направлением. 
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Обозначается  


ABa, .  

    Координатами вектора 


AB  в прямоугольной системе координат в про-

странстве называются его проекции на оси координат Ох, Оу, Оz.  

 Обозначается   ZYXAB ,,


, 

 где           Х= прОх



AB=х2-х1;  У= прОу



AB=у2-у1;  Z=прОz



AB=z2-z1,          (15) 

точка А(х1,у1,z1) - начало вектора; В(х2,у2,z2) - конец вектора. 

    Длина вектора вычисляется по формуле:   

 222 ZYXAB 


.                                        (16)             

    Вектор может быть разложен по базису 


kji ,, , т.е. представлен в виде: 



 kZiYiXAB .                                      (17) 

6. Скалярным произведением двух векторов 


а  и 


b   называется число, 

определяемое равенством:    

cos


 babа ,                                         (18)                 

где   - угол между векторами 


а  и  


b .    

  Выражение скалярного произведения двух векторов через их координаты: 

212121
ZZYYXXbа 


,                 (19)           

где  
111

,, ZYXa 


,  
222

,, ZYXb 


. 

 

7. Векторным произведением двух век-

торов 


а   и  


b  называется вектор 


 ba  

(рис.1), обладающий свойствами:  

1) длина вычисляется по формуле:   sin


 baba , 

ba


  

Рис.1. Векторное произведение 

a


 

b


 



 8 

где   - угол между векторами 


а   и  


b ;  

2) вектор 


 ba  перпендикулярен векторам 


а  и 


b ; 

3) векторы 


а , 


b , 


 ba  образуют правую тройку. 

Выражение векторного произведения через  координаты векторов 


а  и 


b : 

222

111

ZYX

ZYX

kji

ba





 ,                                        (20) 

где Х1, У1, Z1 - координаты вектора 


а ; Х2, У2, Z2 - координаты вектора 


b . 

Геометрически длина векторного произ-

ведения  равна площади параллелограм-

ма, построенного на векторах 


а   и 


b : 

Sпар-ма=


 ba .                  (21) 

8. Смешанным произведением трех векторов 


a , 


b , 


c   называется  число, 

равное скалярному произведению вектора 


a  и векторного произведения 



b х


c :                                      


a


b


c =


a  (


b х


c ).                                           (22) 

    Выражение смешанного произведения векторов через их координаты: 

333

222

111

ZYX

ZYX

ZYX

cba





 ,                                     (23) 

где Х1, У1, Z1 - координаты вектора 


a ;  Х2, У2, Z2 - координаты вектора 


b ;  

Х3, У3, Z3 - координаты вектора 


c . 

     Модуль смешанного произведения векторов  


a , 


b , 


c  равен объему па-

раллелепипеда, построенного на этих векторах: 

a


 

b


 

Рис.2. Параллелограмм,  

построенный на векторах a


 и b
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 свaV

дапар
.                                              (24) 

9. Общее уравнение плоскости S имеет вид:   

Ах+Ву+Сz+D=0,                                            (25) 

где  CBAN ,,


 - нормальный вектор плоскости. 

     Уравнение плоскости, проходящей через три точки М0(х0,у0,z0), 

М1(х1,у1,z1), М2(х2,у2,z2) имеет вид: 

0

020202

010101

000









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

                                     (26) 

    Угол между двумя плоскостями S1 и S2 определяется как угол между их 

нормальными векторами  
1111

,, CBAN 


 и  
2222

,, CBAN 


: 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

2
1

21
cos

CBACBA

CCBBAA

NN

NN










                      (27) 

10. Уравнения прямой в пространстве, проходящей через две точки 

М0(х0,у0,z0), М1(х1,у1,z1) имеют вид:       

 

01

0

01

0

01

0

zz

zz

yy

yy

xx

xx














                                     (28) 

11. Полярная система координат 

представляет собой полюс О и поляр-

ную ось ОЕ с выбранным на ней 

масштабом (рис.3).  

Произвольная точка М в полярной 

системе координат имеет две коорди-

наты ( , ), где   - полярный ради-

ус;   - полярный угол (рис.4); ,0  

 20  .  

 L
д/Lк 

 

  

  

М(х,у), ),(   

х 
Х, E 

y 

O 

Y 

Рис.4. Координаты точки в полярной 

и прямоугольной системах координат 

O E 
Рис.3. Полярная система координат 
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     Рассмотрим полярную и прямоугольную системы координат такие, что 

полюс совпадает с началом координат, а полярная ось – с положительной 

полуосью Ох (рис.4).  

     Прямоугольные координаты (х,у) точки М и ее полярные координаты 

( , ) связаны соотношениями: 

 сosх  ,  siny , 

22
yx  , 

22
sin

yx

y


 , 

22
cos

yx

x


 .             (29) 

12. Определение конечного предела в точке:  

      Число А называется пределом функции )(xfy   при ax , если для 

любого 0  существует 0  такое, что для всех значений х из области 

определения функции, удовлетворяющих неравенству aх , выполня-

ется неравенство:  Axf )( . Обозначим Axf
ax




)(lim  или Axf )(  при 

ax  . 

Функция  xf  называется бесконечно малой при ax , если 0)(lim 


xf
ax

. 

Функция  xf  называется бесконечно большой при ax , если 




)(lim xf
ax

. Две функции  xf  и  x , одновременно стремящиеся к ну-

лю или к бесконечности при ax , называются эквивалентными, если  

 
 

1lim 
 x

xf

ax 
.  

      Предел отношения бесконечно малых (бесконечно больших) функций 

не изменяется, если каждую из них заменить эквивалентной функцией, т.е. 

)(

)(

)(

)(

1

1
limlim

x

xf

x

xf

axax  

 ,                                      (30) 

если     xfxf
1

 ,    xx
1
  .              

13. При вычислении пределов могут получаться неопределенности вида: 
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0

0
, 



,  , 0 , 1 .  

     Элементарными приемами раскрытия неопределенностей являются: 

1) сокращение на множитель, создающий неопределенность; 

2) деление числителя и знаменателя на старшую степень аргумента; 

3) применение эквивалентных бесконечно малых и бесконечно больших; 

4) использование двух замечательных пределов: 

1
)(

))(sin(
lim

0)(


 x

x

x 





                                         (31) 

-  I замечательный предел,                                           

    ex x

x







1

)(1lim
0)(

                                      (32) 

-  II замечательный предел.                                    

14. Функция  xf  называется непрерывной в точке ax  , если предельное 

значение функции в точке ax   равно ее значению  af :  

   afxf
ax




lim .                                            (33) 

15. Выражение вида    sincos iiyxz   называется комплексным 

числом (в алгебраической и тригонометрической формах), i  - мнимая еди-

ница, 1
2

i , zx Re  - действительная часть, zy Im  - мнимая часть 

комплексного числа z , , - модуль и аргумент числа Z . 

     Если известны x и  y , то ,  находим по формулам:                        

 22 yxz  ,  






















.0,0,

,0,0,

,0,0,

arg

yхесли
x

y
arctg

yхесли
x

y
arctg

yхесли
x

y
arctg

z



          (34) 

     Если известны   и  , то x и y находим по формулам:  

cosx ,  siny .                                     (35) 
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      Извлечение корня n-й степени (n - натуральное число) из числа 

)0()sin(cos  ziz   производится по формуле: 

                       






 





n

k
i

n

k
z nn 


2

sin
2

cos ,                        (36) 

где n   - арифметический корень из модуля  , k = 0, 1,2,…, n-1. 

16. Окружностью называется множество точек плоскости, равноудаленных 

от данной точки (центра). Если r – радиус окружности, а точка С (a, в) – ее 

центр, то уравнение окружности имеет вид  

    222
rbyax  .                                     (37) 

    Если центр окружности совпадает с началом координат, то ее уравнение  

222 ryx  .                                             (38) 

17. Эллипсом называется множество точек плоскости, для каждой из кото-

рых сумма расстояний до двух данных точек, называемых фокусами, есть 

величина постоянная, большая, чем расстояние между фокусами. 

Если фокусы эллипса находятся на оси Ох на равных расстояниях от нача-

ла координат в точках F1(с,0) и F2(-c,0), то получится простейшее (канони-

ческое) уравнение эллипса: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                            (39) 

где a  - большая полуось; b  - малая полуось. 

    Формула связи между величинами a , b , с для эллипса 

222 cba                                             (40) 

18. Гиперболой называется множество точек плоскости, для каждой из ко-

торых модуль разности расстояний до двух данных точек, называемых фо-

кусами, есть величина постоянная, меньшая, чем расстояние между фоку-

сами. 

Если поместить фокусы гиперболы в точки F1(-c, 0) и F2(c, 0), то получится 

каноническое уравнение гиперболы:    
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1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                             (41) 

где a  - действительная полуось; b - мнимая полуось; a , b , с связаны соот-

ношением                                     

 222 bca  .                                            (42) 

19. Параболой называется множество точек плоскости, равноудаленных от 

данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой дирек-

трисой. 

Если директрисой параболы является прямая 
2

p
x   (р – расстояние между 

фокусом и директрисой), а фокусом – точка 







0,

2

p
, то уравнение параболы 

имеет вид:                                             pxy 22  .                                           (43) 

20. Производной функции у=f(х) в точке х0 называется предел отношения 

приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргу-

мента стремится к нулю:   

x

xfxxf
y

x 






)()(
lim 00

0
                                    (44) 

21.  Таблица производных:  

222

222

1

1

2
)(.15

1

1
)(.14

1

1
)(arccos.13

1

1
)(arcsin.12

sin

1
)(.11

cos

1
)(.10

1
)(ln.7

ln

1
)(log.6)(.5ln)(.4

2

1
)(.3)(.20)(.1

x
arcctgx

x
arctgx

x
x

x
x

x
ctgx

x
tgx

-sinx)(cosx9.cosx)(sinx8.
x

x

ax
xeeaaa

x
xnxxc

a
xxxx

nn

















 

 

22. Правила дифференцирования         
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vuvu  )( ,   ucuc  )( ,   vuvuvu  )( ,   
2

v

vuvu

v

u 












,    (45) 

23. Правило Лопиталя: Предел отношения двух бесконечно малых или 

бесконечно больших функций (неопределенность вида 
0

0  или 


 ) равен 

пределу отношения их производных:  

,
)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





                                            (46) 

если предел в правой части равенства существует. 

24. Если в некоторой окрестности точки  х0 выполняется неравенство 

f(х)<f(x0) или f(х)>f(x0), то х0 называется точкой экстремума функции f(х) 

(соответственно точкой максимума или минимума).  

     Необходимое условие экстремума: если х0 – экстремальная точка диф-

ференцируемой функции f(x), то первая производная 0)(
0
 xf . 

     Достаточное условие экстремума: точка х0 является экстремальной точ-

кой f(х), если ее первая производная  )(
0

xf   меняет знак при переходе че-

рез точку х0 с плюса на минус при максимуме, с минуса на плюс при  ми-

нимуме. 

25. Точка х0 называется точкой перегиба кривой  y=f(x), если при переходе 

через точку х0  меняется направление выпуклости.  

     Необходимое условие точки перегиба: пусть y=f(x) – дважды диффе-

ренцируемая функция. Если точка В(х0,f(x0)) - точка перегиба кривой 

y=f(x), то вторая производная 0)(
0
 xf . 

     Достаточное условие точки перегиба: точка В(х0,f(x0))  называется точ-

кой перегиба кривой y=f(x), если при переходе через точку х0 вторая про-

изводная  )( 0xf   меняет знак. 

26. Прямая y=kx+b называется наклонной асимптотой кривой  y=f(x), если 

расстояние от точки кривой до этой прямой стремится к нулю при x . 

При этом                     
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,
)(

lim
x

xf
k

x 
    ))((lim kxxfb

x



                           (47) 

     При к=0 имеем горизонтальную асимптоту: y=b. 

     Прямая х=а называется вертикальной асимптотой, если 

                          


)(lim
0

xf
ax

  или  


)(lim
0

xf
ax

,                           (48) 

27. Общая схема исследования функции и построения ее графика: 

1) найти область определения функции; 

2) исследовать функцию на симметричность и периодичность;  

3) определить точки пересечения графика функции с координатными 

осями; 

4) выяснить существование асимптот; 

5) найти точки экстремума и промежутки монотонности; 

6) найти точки перегиба и промежутки выпуклости; 

7) построить график функции. 

 

Примеры выполнения задач контрольной работы №1 

Пример 1. По координатам вершин пирамиды А1(2,-3,1), А2(-1,-4,2), А3(4,-

1,2), А4(3,-4,2)  найти: 1) длины ребер А1А2 и А1А3; 2) угол между ребрами 

А1А2 и А1А3; 3) площадь грани А1А2А3; 4) объем пирамиды А1А2А3А4. 

Р е ш е н и е.  1. Находим векторы  
3121

,


AAAA : 



 kjikjiAA 3)12()34()21(
21

, 



 kjikjiAA 22)12()31()24(
31

. 

Длины этих векторов, т.е. длины ребер А1А2 и А1А3 таковы: 

111)1()3( 222

21




AA ,      39122 222

31




AA .  

2. Скалярное произведение векторов 
3121

,


AAAA  находим по формуле (19): 
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7112)1(2)3(
3121




AAAA . 

Косинус угла между векторами находим по формуле: 

113

7

311

7
cos

3121

3121 












AAAA

AAAA
 . 

3. Площадь грани А1А2А3 равна половине  площади параллелограмма, по-

строенного на векторах 
3121

,


AAAA , т.е. половине длины векторного произ-

ведения этих векторов: 







 kjiijkkji

kji

AAAA 45323262
122
113

3121

..
2

25
)4(5)3(

2

1

2

1 222

3121
едквAAAAS

катреугольни




 

4. Объем V пирамиды равен 
6

1
 объема параллелепипеда, построенного на 

векторах ,,
3121



AAAA


41
AA .   

Координаты вектора    1,1,1
41




AA , 

..2)12mod(
6

1

))4(11133mod(
6

1

11
22

1
11
12

)1(
11
12

3mod
6

1

111
122
113

mod
6

1

6

1
313121

едкуб

AAAAAAVV
дапарпирамиды




























 

Пример 2. Найти угол между плоскостью Р1, проходящей через точки   

А1(2,-3,1), А2(-1,-4,2), А3(4,-1,2) и плоскостью Р2, проходящей через точки  

А1, А2, А4(3,-4,2). 

Р е ш е н и е. Находим уравнения плоскостей Р1 и Р2 по формуле (26): 
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0
122
113

132

123124
123421

132









 zyxzyx
, 

(x-2)(-3)-(y+3)(-5)+(z-1)(-4)=0, 

3x-5y+4z-25=0 - уравнение плоскости Р1,  

}4,5,3{1 


N  - ее нормальный вектор. 

0
111
113

132

123423
123421

132











 zyxzyx
, 

(x-2)0-(y+3)(-4)+(z-1)4=0,  

y+z+2=0 - уравнение плоскости Р2,  }1,1,0{2 


N  - ее нормальный вектор. 

Угол   между плоскостями находим по формуле (27) 

10

1

1104)5(3

141)5(03
cos

222222

21

21 














NN

NN
 ,  )

10

1
arccos( . 

Пример 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точки А1(2,-

3,1) и А2(-1,-4,2). 

Р е ш е н и е. Используя формулу (28), получаем: 

12

1

)3(4

)3(

21

2













 zyx
,  

1

1

1

)3(

3

2 









 zyx
 - уравнение искомой 

прямой. 

Пример 4. С помощью формул Крамера найти решение системы: 















72

4423

732

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

 Р е ш е н и е. Находим определитель системы: 

140129160
012
423
321







D . 

Так как D 0, то решение системы находим по формулам Крамера: 
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D

D
x 1

1
 ,     

D

D
x 2

2
 ,    

D

D
x 3

3
 . 

 Находим D1, D2, D3: 

   22804212560
017
424
327

1






D , 

    32802463560
072
443
371

2



D , 

    144228211614
712
423
731

3






D .    

Получаем решение системы: 2
1

2
1

x ,     3
1

3
2




x ,    1
1

1
3

x . 

Пример 5. Найти решение системы из примера 4 с помощью обратной 

матрицы. 

Р е ш е н и е. Для данной системы имеем:   




















012
423
321

A ,  


















3

2

1

x

x

x

X , 

















7
4
7

B  

- матрица системы, столбец неизвестных и столбец свободных членов. 

     Определитель D 0, следовательно, матрица А имеет обратную А
-1

.  

     Вычисляем алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

  41
01
42 11

11








A ,      81
02
43 3

12



A ,      

  71
12

23 4

13



A ,           31

01
32 3

21





A ,          

  61
02
31 4

22



A ,             51

12
21 5

23



A ,  

  21
42
32 4

31





A ,         51
43
31 5

32





A ,      41
23
21 6

33
A . 
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Составим присоединенную матрицу A
~

:   



















457
568
234~

A .                                                                       

Обратная матрица А
-1

 имеет вид: 








































457
568
234

457
568
234

1

11A . 

Матричное решение системы имеет вид: 






















































































1
3

2

282049
352456
141228

7
4
7

457
568
234

3

2

1

x

x

x

. 

Откуда следует, что х1=2, х2=-3, х3=1 (в силу равенства двух матриц). 

Пример 6. Найти полярные координаты точки )3,3( М . 

Р е ш е н и е. Используя формулы (27), находим полярный радиус и поляр-

ный угол точки М: 

    1233
2222
 yx ,   



































6

7

6

3

3
arctg

x

y
arctg . 

      Чтобы выяснить, какой из двух углов будет полярным углом точки М, 

надо изобразить точку )3,3( М  на координатной плоскости. Так как 

точка М III четверти, то 
6

7
 . 

Пример 7.  Найти 
 
 3arcsin

3ln
2

3
lim





 x

x

x

. 

Р е ш е н и е. Подставляя вместо х его предельное значение, равное 3, по-

лучаем:  

    


0ln33ln3ln
22

3
lim x
x

,  
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     00arcsin33arcsin3arcsinlim
3




x
x

. Поэтому  

 
 









 03arcsin

3ln
2

3
lim

x

x

x

. 

Пример 8. Найти 
74

512
2

2

lim




 x

xx

x

. 

Р е ш е н и е. Подстановка предельного значения аргумента приводит к не-

определенности 



 . Разделим числитель и знаменатель на старшую сте-

пень аргумента, т.е. на х
2
: 

3
04

012

4

12

74

512

222

2

2

2

7

5

74

122

limlimlim 


















x

x

x
xx

x

x

x

xx x

xx
. 

Пример 9. Найти 
 20 2

8sin
lim

xarctg

xx

x

. 

Р е ш е н и е. Для раскрытия получающейся здесь неопределенности вида 

0

0
 используем метод замены бесконечно малых функций эквивалентными. 

Так как при 0х  xx 88sin  ,     22
422222 xxxxarctgxarctgxarctg  , 

то на основании формулы (30) находим 

 
2

4

8

2

8sin
2

0
2

0
limlim 




 x

xx

xarctg

xx

xx

. 

Пример 10. Найти    16
1

34lim
0




xx
x

. 

Р е ш е н и е. Здесь используется II замечательный предел: 

      2

1
lim)33(

)1(6

1

33

1

00

)1(6
33

016
1

33134 limlim
















 eехx
x

x

xx
х

хх

xx

. 

Пример 11.  Изобразить на комплексной плоскости числа:  
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1) iz 44
1

 ; 2) 


























4

3
sin

4

3
cos3

2


iz . 

Записать число 1z  в тригонометрической, а число 2z  - в алгебраической 

форме.       

Р е ш е н и е.   Для числа 1z  имеем 4Re 11  Zx , 4Im 11  zy . 

Откладывая по оси Ох 41 x , а по оси Оy 41 y , получаем точку ком-

плексной плоскости, соответствующую числу 1z . 

Найдем модуль и аргумент числа 1z :    

    3244
22

11  z , 

  
x

y
arctg

4

3

4
1

4

4 



 












arctgarctg . 

Тригонометрическая форма 1z  имеет вид: 







 

4

3
sin

4

3
cos32

1
iz . 

Модуль числа 2z  равен 32  , а аргумент 
4

3
2


  . 

Для изображения этого числа на комплексной плоскости проводим из по-

люса луч под углом 
4

3
2


   к полярной оси и откладываем на нем отрезок 

длиной 32  . Полученная точка соответствует числу 2z .  

Действительная часть и мнимая части 2z : 

2

23

4

3
cos3cosRe 2222 


xZ ,  

2

2
3

4

3
sin3sinIm 2222 


yZ . 

Таким образом, алгебраическая форма числа 2z  имеет вид 
2

23

2

23
2 iz  . 

Пример 12. Вычислить 3
2z  (см. пример 11). 

Р е ш е н и е. Используя формулу, получаем  
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3

2
sin

3

2
cos3

4

3
sin

4

3
cos3 4

3

4

3

3
33

2

k
i

k
iz


 ,   k =0, 1, 2. 

При k =0    


















4
sin

4
cos3

12

3
sin

12

3
cos3 333

2


iiz , 

при k =1    















 



 



12

11
sin

12

11
cos3

3

2
sin

3

2
cos3 34

3

4

3

33
2 iiz , 

при k =2    















 



 



12

19
sin

12

19
cos3

3

4
sin

3

4
cos3 34

3

4

3

33
2 iiz . 

Пример 13. Исследовать на экстремум функцию .
1

2




x

x
y  

Р е ш е н и е. Находим первую производную: .

)1(

)2(
2






x

xx
y  

     Из уравнений у
/
=0 и y  получаем точки возможного экстремума: 

х1=0, х2=2, х3=1. Исследуем их, определяя знак первой производной слева и 

справа от каждой точки. Для наглядности результаты представим в виде 

таблицы 1:    

                                                                                                            Таблица 1 

х  0,  0  1,0  1  2,1  2  ,2  

y/ 
+ 0 -   - 0 + 

y возр. max убыв. не опр. убыв. min  возр. 

      

     В первой строке указаны интервалы, на которые область определения 

функции разбивается точками х1, х2, х3, и сами эти точки. Во второй строке 

указаны знаки производной у
/
 в интервалах монотонности. В третьей стро-

ке приведено заключение о поведении функции и ее значения в экстре-

мальных точках.  

     Исследуемая функция, как следует из таблицы 1, имеет максимум в 

точке х=0  (у(0)=0) и минимум в точке х=2 (у(2)=4). Точка х=1 не является 

точкой экстремума, так как функция не определена в этой точке. 
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Пример 14. Найти асимптоты функции 
1

2




x

x
y .    

Р е ш е н и е. Точка х=1 является точкой разрыва функции.  

Так как   
 1

lim
2

1 x

x

x
, то прямая х=1 служит вертикальной асимптотой 

данного графика. 

Ищем наклонные асимптоты у=kx+b, используя формулы (47): 

 1
12

2x
lim 

)1(

x
lim

)(
lim

2








 xxxx

xf
k

xxx
, 

1
1

x
lim)

1

x
(lim))((lim

2








 x

x
x

kxxfb
xxx

. 

Таким образом, уравнение наклонной асимптоты имеет вид у=х+1. 

Пример 15. Построить график функции 
1

2




x

x
y , используя общую схему 

исследования функции. 

Р е ш е н и е. 1. Область определения:    .,11,    

2. Функция не является симметричной и периодической.  

3. График функции имеет одну вертикальную асимптоту х=1 и одну 

наклонную асимптоту у=х+1  (пример 14).  

4. График пересекает оси в точке (0,0). 

5. Как было показано выше (пример 13), функция имеет один максимум 

при х=0 и один минимум при х=2. 

6. Вторая производная  

32

2

)1(

2

)1(

2

























xx

xx
y  

ни в одной точке не равна нулю и обращается в бесконечность при х=1. 

    При переходе через точку х=1 направление выпуклости изменяется 

(табл. 2), но эта точка не является точкой перегиба (функция в ней не 

определена). 
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О 

х 

у 

Рис.5. График функции 

   Таблица 2 

х  1,  1  ,1  

y
//
 -   + 

y   не опр.   

     Учитывая полученные результаты, строим график функции (рис.5).   

                                                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задания контрольной работы №1 

 

Задание I. По координатам вершин пирамиды А1А2А3А4 найти: 1) длины 

ребер А1А2 и А1А3; 2) угол между ребрами А1А2 и А1А3; 3) площадь грани 

А1А2А3; 4)объем пирамиды; 5) уравнения прямых А1А2 и А1А3; 6) уравнения 

плоскостей А1А2А3 и А1А2А4; 7) угол между плоскостями А1А2А3 и А1А2А4. 

1. А1(-1; 2; 1), А2(-2; 2; 5), А3(-3; 3; 1), А4(-1; 4; 3). 

2. А1(-1; 1; -1), А2(-3; 1; 3), А3(-4; 2; -1), А4(-2; 3; 1). 

3. А1(1; 1; 2), А2(0; 1; 6), А3(-1; 2; 2), А4(1; 3; 4). 

4. А1(-1; -2; 1), А2(-2; -2; 5), А3(-3; -1; 1), А4(-1; 0; 3). 

5. А1(2; -1; 1), А2(1; -1; 5), А3(0; 0; 1), А4(2; 1; 3). 
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6. А1(-1; 1; -2), А2(-2; 1; 2), А3(-3; 2; -2), А4(-1; 3; 0). 

7. А1(1; 2; 1), А2(0; 2; 5), А3(-1; 3; 1), А4(1; 4; 3). 

8. А1(-2; -1; 1), А2(-3; -1; 5), А3(-4; 0; 1), А4(-2; 1; 3). 

9. А1(1; -1; 2), А2(0; -1; 6), А3(-1; 0; 2), А4(1; 1; 4). 

10. А1(1; -2; 1), А2(0; -2; 5), А3(-1; -1; 1), А4(1; 0; 3). 

 

Задание II. Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвестными. 

Требуется найти ее решение: 1) с помощью формул Крамера; 2) средства-

ми матричного исчисления; 3) методом Гаусса. 

11. 














95

1332

52

32

321

321

хх

ххх

ххх

;                12. 














4

732

1252

321

321

32

ххх

ххх

хх

; 

 13. 














332

42

1033

321

32

321

ххх

хх

ххх

;               14. 














1223

10522

52

321

321

31

ххх

ххх

хх

;  

15. 














73

23

1562

31

321

321

хх

ххх

ххх

;                 16. 














832

1343

0

32

321

321

хх

ххх

ххх

; 

17. 














63

73

12

321

31

321

ххх

хх

ххх

;                      18. 














03

12

523

321

321

21

ххх

ххх

хх

;  

19. 














12

1142

23

21

321

321

хх

ххх

ххх

;                20. 














32

323

43

321

321

31

ххх

ххх

хх

. 

Задание III. Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопи-

таля. 

21. 1) 
15

53
2

2

lim




 xx

xx

x

;    2) 
)2(

)4ln(
lim

2 



 xctg

x

x

;   3) 

1

)sin1ln(
2

2

0
lim





 xx e

x
;  

      4)    1/5

1

23lim





x

x

x . 
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22. 1) 
xx

xx

x 5

272
2

2

lim






;    2) 
)5,0ln(

12
lim

05,0 x

x

x 





;   3) 
)3ln(

)4arcsin(
lim

4 



 x

x

x

;  

      4)    2
2/12

0

31lim
x

x

x


. 

23. 1) 
173

4
2

2

lim




 xx

xx

x

;    2) 
 x

x

x /2cos1

3
lim



;   3) 
1

)4/4/(
1

1
lim







x

x e

xtg 
;  

      4)    4/2

4

5lim





x

x

x . 

24. 1) 
xx

xx

x 35

522
2

2

lim






;    2) 
 

)13sin(

1ln
2

01
lim





 x

x

x

;   3) 
2

2

0

)3sin1ln(
lim

x

x

x





;   

      4)    3/4

3

27lim





x

x

x . 

25. 1) 
2322

2

2

lim




 xx

xx

x

;    2) 
65

2

3

3
lim





 xx

e
x

x

;   3) 
2

2

3/ )3(

)3(
lim





 



 x

xtg

x

;    

      4)    x

x

x
24/3

2

32lim




 . 

26. 1) 
xx

xx

x 4

253
2

2

lim






;    2) 

)
1

1ln(

2

2

1

0
lim

x

х

x 





;   3) 
1

)2/(
lim

1  x

xctg

x


;      

      4)  
2

/32

0

51lim
x

x

x




 . 

27. 1) 
34

53
2

2

lim




 xx

xx

x

; 2) 
 

43

/1sin
2lim
 x

x

x

; 3) 
 x

e
x

x 31ln

1
5

0
lim







; 

       4)    4/6

4

29lim





x

x

x . 

28. 1) 
xx

xx

x 32

165
2

2

lim






;   2) 
 

x

xtg

x 5sin

22/
lim

0






;   3) 

 x

tgx

x 



 4/sin

1
lim

4/ 

;  

     4)    2/2

2

23lim





x

x

x . 



 27 

29. 1) 
23

47
2

2

lim




 xx

xx

x

;   2) 
 

x
x

xctg

2

3
lim

3





;   3) 
 2arcsin

42
lim

2 



 x

x

x

;     

      4)    1/3

1

2lim





x

x

x . 

 30. 1) 
xx

xx

x 24

136
2

2

lim






; 2) 
 1

34
2

1
lim





 xtg

xx

x

;   3) 

1

6cos1
2lim

0 



 xx e

x
;        

       4)    x

x

x
26/1

3

4lim




 . 

 

Задание IV. Найти алгебраическую и тригонометрическую формы числа  

z = z1+z2. Изобразить числа z1, z2, z на комплексной плоскости. Вычислить 

z
12

 по формуле Муавра.  

31.  21 z ,         3/4sin3/422  iсosz  . 

32.  iz 21  ,        6/5sin6/522  iсosz  . 

33.   21 z ,        3/sin3/22  iсosz  . 

34.  iz 21  ,        12/11sin12/1122  iсosz  . 

35.  21 z ,            3/4sin3/422  iсosz  . 

36.   iz 21  ,        6/sin6/22  iсosz  . 

37.   21 z ,            3/5sin3/522  iсosz  . 

38.  iz 21  ,            6/7sin6/722  iсosz  . 

39.   21 z ,            3/2sin3/222  iсosz  . 

40.   21 z ,          6/5sin6/522  iсosz  . 

 

Задание V.  Найти производные первого порядка. 

41. 1) 
7 5

5

7

x

y  , 2)  
4

sin
4 xy  , 3) 

 
3

xarctg
ey  ,     

      4)    42
1ln, tytarctgx  . 
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42. 1) 
4 3

3

4

x

y  , 2)  
5

25 xtgy  , 3) ))1cos(ln(
2

xy  ,     

      4) 
32

)1(,arccos tytx  . 

43. 1) 
5 6

6

5

x

y  , 2)  
3

4cos
3 xy  , 3)  x

ectgy
7

 ,  

      4) ).25(),25ln( tarctgytx   

44. 1) 
3 7

7

3

x

y  , 2)  
4

4 xctgy  , 3) 3 54arcsin xy  ,  

     4) .)41(,
24

tytex
t




 

45. 1) 
3 4

4

3

x

y  , 2)  
5

ln
5 xy  , 3) 

 42arcsin 


x
ey ,  

       4)  
 

.

21cos

1
,21

2
t

yttgx



  

46. 1) 
5 7

7

5

x

y  , 2)  
3

5arcsin
4 xy  , 3)  xxy 3cosln  ,  

      4) .4cos,sin
33
 tytx  

47. 1) 
4 5

5

4

x

y  , 2) 









4

5
arccos

4 x
y , 3)  1lnsin

3
 xy ,  

      4) .)15(,
25




tytex
t

 

48. 1) 
6 5

5

6

x

y  , 2)  
5

25 xarcctgy  , 3)  x
etgy

25
 ,  

       4)   ).2(sin,2cos
33

tytx   

49. 1) 
7 6

6

7

x

y  , 2)  
3

43 xarctgy  , 3)  xy
2

cos2ln  ,     

       4) 
 

 .3,
2sin

1
2

ttgy
t

x   
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50. 1) 
5 4

4

5

x

y  , 2) 









4
sin

4 x
ey , 3)  xtgxy 23ln

2
 ,  

      4) .arcsin,1
2

tytx   

 

Задание VI.  Построить график функции у=f(х).  

51. у=х
3
+6х

2
+9х+4                   

52. у=х
3
+3х

2
-9х+5                     

53. у=х
3
+6х

2
-15х+8             

54. у=х
3
-3х

2
-24х-28          

55. у=х
3
+12х

2
+45х+50             

56. у=х
3
-6х

2
+9х-4 

57. у=х
3
-3х

2
-9х-5                

58. у=х
3
-6х

2
-15х-8                  

59. у=х
3
+3х

2
-24х+28                

 60. у=х
3
-12х

2
+45х-50 

 

Таблица вариантов 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вариант Номера заданий 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1        11        21        31        41        51    

2        12        22         32        42        52 

3        13        23        33        43        53 

4        14        24        34        44        54 

5        15        25        35        45       55 

6        16        26        36        46        56 

7        17        27        37        47        57 

8        18        28        38       48        58 

9        19        29        39        49        59 

10       20        30        40        50        60 
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1. Письменный, Д. Т.   Конспект лекций по высшей математике: полный 
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вузов / П. Е. Данко [и др.]. - 7-е изд., испр. - М.: Мир и Образование: Аст-

рель: Оникс, Ч. 1. - 2012. - 368 с. 
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лизу: Учебное пособие. – 6-е изд., стер. - СПб.: Издательство «Лань», 2014. 

– 464 с. 

                                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://lib.bittu.org.ru/CGI/irbis64r_91_opac/cgiirbis_64.exe?Z21ID=&I21DBN=BITTU&P21DBN=BITTU&S21STN=1&S21REF=1&S21FMT=fullwebr&C21COM=S&S21CNR=20&S21P01=0&S21P02=1&S21P03=A=&S21STR=%D0%9F%D0%B8%D1%81%D1%8C%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9,%20%D0%94.%20%D0%A2.
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