96. В задачах 91 – 100 функцию z  f ( x,y ) исследовать на экстремум.

z = 4*x^2-6*x*y+2*y^3-2*x-5
1. Найдем частные производные.
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b%20\partial%20z%7d%7b%20\partial%20x%7d%20=%208\cdot%20x-6\cdot%20y-2]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b%20\partial%20z%7d%7b%20\partial%20y%7d%20=%20-6\cdot%20x%2B6\cdot%20y%5e%7b2%7d]
2. Решим систему уравнений.
8*x-6*y-2 = 0
-6*x+6*y2 = 0
Получим:
а) Из первого уравнения выражаем x и подставляем во второе уравнение:
x = y2
8*y2-6*y-2 = 0
Откуда y1 = -1/4; y2 = 1
Данные значения y подставляем в выражение для x. Получаем: x1 = 1/16; x2 = 1
б) Из первого уравнения выражаем y и подставляем во второе уравнение:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=y%20=%204\cdot%20\frac%7bx%7d%7b3%7d-\frac%7b1%7d%7b3%7d]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=-6\cdot%20x%2B6(4\cdot%20\frac%7bx%7d%7b3%7d-\frac%7b1%7d%7b3%7d)%5e%7b2%7d%20=%200]
или
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=32\cdot%20\frac%7bx%5e%7b2%7d%7d%7b3%7d-34\cdot%20\frac%7bx%7d%7b3%7d%2B\frac%7b2%7d%7b3%7d%20=%200]
Откуда x1 = 1/16; x2 = 1
Данные значения x подставляем в выражение для y. Получаем: y1 = -1/4; y2 = 1
Количество критических точек равно 2.
M1(1/16;-1/4), M2(1;1)
3. Найдем частные производные второго порядка.
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%20\partial%20y%7d%20=%20-6]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%5e%7b2%7d%7d%20=%208]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20y%5e%7b2%7d%7d%20=%2012\cdot%20y]
4. Вычислим значение этих частных производных второго порядка в критических точках M(x0;y0).
Вычисляем значения для точки M1(1/16;-1/4)
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=A%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%5e%7b2%7d%7d%7d_%7b(1/16;-1/4)%7d%20=%208]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=C%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20y%5e%7b2%7d%7d%7d_%7b(1/16;-1/4)%7d%20=%20-3]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=B%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%20\partial%20y%7d%7d_%7b(1/16;-1/4)%7d%20=%20-6]
AC - B2 = -60 < 0, то глобального экстремума нет.
Вычисляем значения для точки M2(1;1)
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=A%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%5e%7b2%7d%7d%7d_%7b(1;1)%7d%20=%208]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=C%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20y%5e%7b2%7d%7d%7d_%7b(1;1)%7d%20=%2012]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=B%20=%20%7b\frac%7b%20\partial%5e%7b2%7dz%7d%7b%20\partial%20x%20\partial%20y%7d%7d_%7b(1;1)%7d%20=%20-6]
AC - B2 = 60 > 0 и A > 0 , то в точке M2(1;1) имеется минимум z(1;1) = -7
Вывод: В точке M2(1;1) имеется минимум z(1;1) = -7

106. В задачах 101 – 110 с помощью двойного интеграла вычислить координаты центра тяжести плоской фигуры, ограниченной заданными линиями (поверхностную плотность считать равной единице).
Пусть областью D плоскости xOy является материальная пластинка, масса которой распределяется с поверхностной плотностью p=f(x,y). Тогда масса M этой пластинки вычисляется по формуле 
[image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image001.gif] (1) 
Координаты точки C(xc,yc), являющейся центром тяжести этой пластинки, определяются по формулам 
[image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image002.gif], [image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image003.gif]. (2) 
Если поверхностная плотность p постоянна (пластинка однородна), то из формулы (2) следует: 
[image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image004.gif], [image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image005.gif], (3) 
где S – площадь области D.
Пример. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограниченной параболой y=x2-2x-1 и прямой y=x-1 (рис.). 
Решение 
 
[image: ]
Вычислим площадь S данной фигуры с помощью двойного интеграла: [image: https://www.semestr.ru/images/math/mathematics/moment-image007.gif]. 
Парабола и прямая пересекаются в точках A(-2,-7) и B(2,7). Область D определяется неравенствами -2≤x≤2, x2+3≤y≤ 2x2-1
Тогда 
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\int\limits_%7b%7d%5e%7b%7d%7b2\cdot%20x%5e%7b2%7d-1-x%5e%7b2%7d-3%7ddx=\frac%7bx%5e%7b3%7d%7d%7b3%7d-4\cdot%20x]
Вычислим определенный интеграл:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\int\limits_%7b-2%7d%5e%7b2%7d%7b2\cdot%20x%5e%7b2%7d-1-x%5e%7b2%7d-3%7d%20dx%20=%20(\frac%7bx%5e%7b3%7d%7d%7b3%7d-4\cdot%20x)|\limits_%7b-2%7d%5e%7b2%7d]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=F(2)%20=%20-\frac%7b16%7d%7b3%7d]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=F(-2)%20=%20\frac%7b16%7d%7b3%7d]
Вычислим статистические моменты Mx и My пластинки относительно осей Ox и Oy: 

 

Следовательно,  - центр тяжести данной фигуры.

116. В задачах 111 – 120 найти общее решение дифференциальных уравнений первого порядка.

x*y'-y=-2*ln(x)
Представим в виде:
x*y'-y = -2ln(x)
Это неоднородное уравнение. Сделаем замену переменных: y=u*x, y' = u'x + u.
-u*x+x(u+u'x) = -2ln(x)
или
u'x2 = -2ln(x)
Представим в виде:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=u%5e%7b\prime%20%7d%20=%20-\frac%7b2%7d%7bx%5e%7b2%7d%7d\cdot%20ln(x)]
Интегрируя, получаем:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=u%20=%20\int\limits_%7b%7d%5e%7b%7d%7b-\frac%7b2%7d%7bx%5e%7b2%7d%7d\cdot%20ln(x)%20dx%7d%20=%20C%2B\frac%7b2%7d%7bx%7d\cdot%20ln(x)%2B\frac%7b2%7d%7bx%7d]
Учитывая, что y = u*x, получаем:
y = u*x = Cx+2ln(x)+2

126. В задачах 121 – 130 найти частное решение дифференциального уравнения второго порядка, удовлетворяющее указанным начальным условиям.
Данное дифференциальное уравнение относится к линейным дифференциальным уравнениям с постоянными коэффициентами.
Решение уравнения будем искать в виде y = erx. Для этого составляем характеристическое уравнение линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами:
r2 +0 r + 9 = 0
D=02 - 4*1*9=-36
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=r_%7b1%7d%20=%20\frac%7b6i%7d%7b2\cdot%201%7d%20=%203i]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=r_%7b2%7d%20=%20\frac%7b-6i%7d%7b2\cdot%201%7d%20=%20%20-%203i]
Корни характеристического уравнения:
(комплексные корни):
r1 = 3i
r2 = - 3i
Следовательно, фундаментальную систему решений составляют функции:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=y_%7b1%7d%20=%20e%5e%7b0x%7dcos(3x)]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=y_%7b2%7d%20=%20e%5e%7b0x%7dsin(3x)]
Общее решение однородного уравнения имеет вид:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\overline%7by%7d%20=%20C_%7b1%7dcos(3x)%20%2B%20C_%7b2%7dsin(3x)]
Рассмотрим правую часть:
f(x) = 6*cos(3*x)
Поиск частного решения.
Линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами и правой частью вида:
R(x) = eαx(P(x)cos(βx) + Q(x)sin(βx)), где P(x), Q(x) - некоторые полиномы
имеет частное решение
y(x) = xkeαx(R(x)cos(βx) + S(x)sin(βx))
где k - кратность корня α+βi характеристического полинома соответствующего однородного уравнения, R(x), S(x) - полиномы, подлежащие определению, степень которых равна максимальной степени полиномов P(x), Q(x).
Здесь P(x) = 6, Q(x) = 0, α = 0, β = 3.
Следовательно, число α + βi = 3i является корнем характеристического уравнения кратности k = 1(r1).
Уравнение имеет частное решение вида:
y = x (Acos(3x) + Bsin(3x))
Вычисляем производные:
y' = Acos(3x)+Bsin(3x)+x(-3Asin(3x)+3Bcos(3x))
y'' = 3(-2Asin(3x)+2Bcos(3x)-3x(Acos(3x)+Bsin(3x)))
которые подставляем в исходное дифференциальное уравнение:
y'' + 9y = (3(-2Asin(3x)+2Bcos(3x)-3x(Acos(3x)+Bsin(3x)))) + 9(x (Acos(3x) + Bsin(3x))) = 6cos(3x)
или
-6Asin(3x)+6Bcos(3x) = 6cos(3x)
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем систему уравнений:
1: -6A = 0
1: 6B = 6
Решая ее, находим:
A = 0;B = 1;
Частное решение имеет вид:
y=x (0cos(3x) + sin(3x))
или
y=x*sin(3x)
Таким образом, общее решение дифференциального уравнения имеет вид:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=y%20=%20\overline%7by%7d%20%2B%20y%5e%7b\cdot%20%7d%20=%20C_%7b1%7dcos(3x)%20%2B%20C_%7b2%7dsin(3x)%20%20%2B%20x%20(%20sin(3x))]


136. В задачах 131 – 140 дан степенной ряд. При заданных значениях а и b написать первые три члена ряда, найти интервал сходимости ряда и исследовать его сходимость на концах интервала.


Беря последовательно n=1, 2, 3… запишем степенной ряд в виде

Для нахождения области сходимости ряда применим признак Даламбера

Данный ряд сходится при всех значениях х, которые удовлетворяют неравенству

Исследуем сходимость ряда на концах полученного интервала. При , данный ряд принимает вид

Последний ряд является знакочередующимся; абсолютная величина его общего члена стремится к нулю. Следовательно, по признаку Лейбница сходимости знакочередующихся рядов этот ряд сходится. Значит  принадлежит области сходимости ряда.
При  данный ряд принимает вид

Исследуем сходимость этого ряда

Исследуемый ряд сходится.
Таким образом,  область сходимости данного ряда.


146. В задачах 146 – 150 данную функцию в указанном интервале разложить в ряд Фурье по синусам.
f(x) = πx, [0;pi]
Функция f(x) является не четной, поэтому a0=0, an=0.
Рядом Фурье функции f(x) на интервале (0;T) по синусам кратных дуг называется ряд:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=f(x)=\sum%7bb_%7bn%7d\cdot%20sin(\frac%7b\pi\cdot%20n\cdot%20x%7d%7bT%7d)%7d]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=b_%7bn%7d=\frac%7b2%7d%7bT%7d\int\limits_%7b0%7d%5e%7bT%7d%7bf(x)\cdot%20sin(\frac%7b\pi\cdot%20n\cdot%20x%7d%7bT%7d)%20dx%7d]
Для наших данных:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=b_%7bn%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\frac%7b2%7d%7b\pi%7d\int\limits_%7b0%7d%5e%7b\pi%7d%7b\pi*x*sin(\frac%7b\pi*n*x%7d%7b\pi%7d)%20dx%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20\frac%7b2%7d%7b\pi%7d\int\limits_%7b0%7d%5e%7b\pi%7d%7b\pi*x*sin(n*x)%20dx%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20\frac%7b2%7d%7b\pi%7d(\pi(0*n*0*0-\frac%7bx%7d%7bn%7d*cos(n*x)%2B\frac%7b1%7d%7bn%5e%7b2%7d%7d*sin(n*x)0))|\limits_%7b0%7d%5e%7b\pi%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20\frac%7b2%7d%7b\pi%7d(\pi(0*n*0*0-\frac%7b\pi%7d%7bn%7d*cos(\pi*n)%2B\frac%7b1%7d%7bn%5e%7b2%7d%7d*sin(\pi*n)0)-0)] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%202*\frac%7b1%7d%7b\pi%7d(0*n*0*0-\frac%7b(-1)%5e%7bn%7d*\pi%5e%7b2%7d%7d%7bn\end%7bcases%7d%7d)]
Таким образом, для четных n (n=2k) имеем bn=0, для нечетных (n=2k-1):
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=b_%7bn%7d=\frac%7b2%7d%7b\pi%7d(0\cdot%202\cdot%20k-0\cdot%200-\frac%7b(-1)%5e%7b2\cdot%20k-1%7d\cdot%20\pi%5e%7b2%7d%7d%7b2\cdot%20k-1%7d0)]
Окончательно, получаем:
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=f(x)=\sum%7b\frac%7b2%7d%7b\pi%7d(0\cdot%202\cdot%20k-0\cdot%200-\frac%7b(-1)%5e%7b2\cdot%20k-1%7d\cdot%20\pi%5e%7b2%7d%7d%7b2\cdot%20k-1%7d0)\cdot%20sin((2k-1)\cdot%20x)%7d]
Примечание:
cos(πn) = (-1)n
cos(2πn) = 1
sin(πn) = 0

156. В задачах 156 – 160 дана вероятность р того, что семя злака прорастет. Найти вероятность того, что из n посеянных семян прорастет к семян. 156. n  900 , p  0,36 , k  340.
Вычислить искомую вероятность  по формуле Бернулли достаточно затруднительно из-за громоздкости вычислений. Поэтому применим приближенную формулу, выражающую локальную теорему Лапласа.




166. В задачах 161 – 170 задан закон распределения случайной величины Х ( в первой строке даны возможные значения величины Х, во второй строке указаны вероятности р этих возможных значений). Найти:
1) математическое ожидание М ( Х ); 2) дисперсию D (X );
3) среднее квадратическое отклонение σ ( Х )

	xi
	6
	10
	18
	20
	25
	30

	pi
	0.1
	0.1
	0.1
	0.1
	0.2
	0.4



Математическое ожидание находим по формуле m = ∑xipi.
Математическое ожидание M[X].
M[x] = 6*0.1 + 10*0.1 + 18*0.1 + 20*0.1 + 25*0.2 + 30*0.4 = 22.4
Дисперсию находим по формуле d = ∑x2ipi - M[x]2.
Дисперсия D[X].
D[X] = 62*0.1 + 102*0.1 + 182*0.1 + 202*0.1 + 252*0.2 + 302*0.4 - 22.42 = 69.24
Среднее квадратическое отклонение σ(x).
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=\sigma%20(x)%20=%20\sqrt%7bD%5bX%5d%7d%20=%20\sqrt%7b69.24%7d%20=%208.321]

176. В задачах случайная величина Х задана интегральной функцией распределения F(х). Найти: 1) дифференциальную функцию распределения f(х); 2) математическое ожидание МХ; 3) дисперсию DХ.

 

Решение
Найдем плотность распределения f(x), как производную от функции распределения F(x):

Математическое ожидание.
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=M%5bx%5d%20=%20\int\limits_%7ba%7d%5e%7bb%7d%7bx\cdot%20f(x)%20dx%7d]


Дисперсия.
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=D%5bx%5d%20=%20\int\limits_%7ba%7d%5e%7bb%7d%7bx%5e%7b2%7d\cdot%20f(x)%20dx%7d%20-%20M%5bx%5d%5e%7b2%7d]
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=D%5bx%5d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20\int\limits_%7b0%7d%5e%7b1%7d%7bx%5e%7b2%7d*3*x%5e%7b2%7d%20dx%7d%20-%20\frac%7b3%7d%7b4%7d%5e%7b2%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20(3*\frac%7bx%5e%7b5%7d%7d%7b5%7d)|\limits_%7b0%7d%5e%7b1%7d%20-%20\frac%7b3%7d%7b4%7d%5e%7b2%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%203*\frac%7b1%5e%7b5%7d%7d%7b5%7d%20-%20(3*\frac%7b0%5e%7b5%7d%7d%7b5%7d)%20-%20\frac%7b3%7d%7b4%7d%5e%7b2%7d] = [image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=%20\frac%7b3%7d%7b80%7d]
Среднеквадратическое отклонение.
[image: https://chart.googleapis.com/chart?cht=tx&chl=s%20=%20\sqrt%7bD%5bx%5d%7d%20=%20\sqrt%7b\frac%7b3%7d%7b80%7d%7d%20=%200.1936]
Вероятность того, что случайная величина Х примет значение из интервала [a,b] равна: P(a < x < b) = F(b) - F(a)

image7.png
%z
o2




image8.png




image9.png
gz
)22
(1/16;—
1/4)
-




image10.png
Zz
72,
(1/16:—
1/4)
=




image11.png
_ 0% —
T 9zdy(1/16-1/4)





image12.png
_02 _
= or20)




image13.png




image14.png




image15.gif
M G, ety

.




image16.gif
w, j;!f(k,y)nlnly

L "




image17.gif
w, Witeswicy

Vg .




image18.gif
j j oy
B




image19.gif
¥,

it
4




image20.png
27)





image21.gif
s j j sy
b




image22.png
[2-22—-1-22-3dx




image23.png
2
202122 3do = (% ?
J2ai-1-ar-sde=(F-10) |





image24.png
F2)=-73




image25.png




image26.png




image27.png
2. In(z)dz =C +2-In(z)+





image28.png




image29.png




image30.png
y, = eV cos(3x)




image31.png
Yy, = eVrsin(3z)




image32.png
=(Cc08(3x)+ Cysin(3x)





image33.png
=7+y =Ccos8(3z)+ Casin(3x)+ z(sin(3x))





image34.png
f(@)=3by-sin(*—=)





image35.png
N
"—%g ) sin(2E)da




image36.png




image1.png
31—._._
2 =8-2—6-y—2




image37.png
o

T*a* sin(

T*n*z

)da




image38.png
o

w*a*sin(n*z)dz




image39.png
(n(0*n
*0
*0
_%a
e
o0s(n*x)
+1
s
in(n* )0
)|
|




image40.png
(m(0*7*0*0— 2% cos(m* n)+—* sin(7*n)0)—0)




image41.png
#L(grproro_ U™
2*2(0¥n*0*0—




image42.png
—1)*
b= 2(0-2-k—0-0- ")




image43.png
f(z)=z§(0-2-k—o-u-%o)-m((zk-n-x)




image44.png
o(z)=\/D[X]=1/69.24 = 8.321




image45.png
Mx]= } - f(x)da

k.




image46.png
b
D[z]= { 2. f(x)de — M[z]




image2.png
9z
Z=—6-246-y2
oy O toy




image47.png
D|x]




image48.png
1
[ w2*3% 2 -2
0 4




image49.png
(3*2%)]
z)|-¥
o 4




image50.png




image51.png




image52.png
s:\/ﬁz]:\/%:o.lgae




image3.png




image4.png
~6-z+6(4





image5.png




image6.png




